
Extrémy funkcí více prom¥nných

Nech´ f : G → R, G ⊆ Rd , a ∈ G . �íkáme, ºe f má v bod¥ a

I lokální minimum, pokud existuje r > 0, ºe f (a) ≤ f (x) pro v²echna
x ∈ U(a, r) ∩ G ,

I lokální maximum, pokud existuje r > 0, ºe f (a) ≥ f (x) pro v²echna
x ∈ U(a, r) ∩ G ,

I ostré lokální minimum, pokud existuje r > 0, ºe f (a) < f (x) pro
v²echna x ∈ P(a, r) ∩ G ,

I ostré lokální maximum, pokud existuje r > 0, ºe f (a) > f (x) pro
v²echna x ∈ P(a, r) ∩ G .

Obdobn¥ de�nujeme (pro M ⊂ G a a ∈ M):
I lokální extrémy vzhledem k M, pokud daná nerovnost platí pro

x ∈ U(a, r) ∩M (x ∈ P(a, r) ∩M),
I globální extrémy, pokud daná nerovnost platí pro x ∈ G

(x ∈ G \ {a}),
I globální extrémy vzhledem k mnoºin¥ M, pokud daná nerovnost

platí pro x ∈ M (x ∈ M \ {a}).
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Hessova matice

Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd otev°ená, f ∈ C 2(G ), a ∈ G . Hessovu matici
funkce f v bod¥ a de�nujeme jako

Hf (a) =


∂2f
∂x2

1

(a) . . . ∂2f
∂xd∂x1

(a)

...
. . .

...

∂2f
∂x1∂xd

(a) . . . ∂2f
∂x2d

(a)


Poznamenejme, ºe Hessova matice (tak jak ji de�nujeme) je vºdy
symetrická (protoºe f ∈ C 2).



Nutná a posta£ující podmínka

V¥ta (nutná podmínka pro lokální extrém)
Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd otev°ená, a ∈ G , i ∈ {1, . . . , d}. Pokud má f
v bod¥ a lokální extrém a ∂f

∂xi
(a) existuje, potom ∂f

∂xi
(a) = 0.

V¥ta (posta£ující podmínka pro lokální extrém)
Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd otev°ená, f ∈ C 2(G ), a ∈ G . Nech´ navíc
∇f (a) = 0, potom:

I je-li Hf (a) pozitivn¥ de�nitní, potom má f v a lokální minimum,

I je-li Hf (a) negativn¥ de�nitní, potom má f v a lokální maximum,

I je-li Hf (a) inde�nitní, potom f v a nemá lokální extrém (sedlový
bod).

co ve skute£nosti platí

I f ∈ C 2 a Hf (a) PD→ Hf PD na okolí a→ Hf PSD na okolí a→
f konvexní na okolí a→ kritické body jsou minima

I f ∈ C 2 a Hf (a) ND→ Hf ND na okolí a→ Hf NSD na okolí a→
f konkávní na okolí a→ kritické body jsou maxima
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P°ipomenutí z lineární algebry

Nech´ M je symetrická matice d × d , M =

M11 · · · M1d

...
. . .

...
Md1 · · · Mdd

.

Ozna£me Di = det

M11 · · · M1i

...
. . .

...
Mi1 · · · Mii

, i = 1, . . . , d .

Potom M je

I pozitivn¥ de�nitní práv¥, kdyº Di > 0, i = 1, . . . , d (alternativn¥,
práv¥, kdyº jsou v²echna vlastní £ísla kladná)

I negativn¥ de�nitní práv¥, kdyº (−1)iDi > 0, i = 1, . . . , d
(alternativn¥, práv¥, kdyº jsou v²echna vlastní £ísla záporná)

I inde�nitní, nap°. pokud Dd 6= 0 a neplatí ani jedna z podmínek vý²e
- není ekvivalence (práv¥, kdyº má alespo¬ jedno vlastní £íslo kladné
a alespo¬ jedno záporné)

Dd je sou£in vlastních £ísel, tedy pokud pro sudé d platí Dd < 0, pak je
matice inde�nitní (speciáln¥ pro d = 2, pokud je matice nenulová na
vedlej²í diagonále a má nulu na hlavní diagonále, pak je inde�nitní).
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�est p°íklad·

f (x , y) Hf (x , y) typ matice typ bodu

x2 + y2
(
2 0
0 2

)
PD minimum

a
a
a


−x2 − y2

(
−2 0
0 −2

)
ND maximum

a
a
a


x2 − y2

(
2 0
0 −2

)
IND

sedlový
bod

a
a
a


x4 + y4

(
12x2 0
0 12y2

)
PSD

na okolí
minimum

a
a
a


−x4 − y4

(
−12x2 0

0 −12y2
)

NSD
na okolí

maximum

a
a
a


x4 − y4

(
12x2 0
0 −12y2

)
f (x , 0) = x4

f (0, y) = −y4
sedlový
bod



P°íklady

Vy²et°íme lokální extrémy funkce f : R2 → R dané p°edpisem

f (x , y) = −x + x3 − 2y + 6x2y + 15xy2 + 14y3.

Máme
∂f

∂x
(x , y) = −1+ 3x2 + 12xy + 15y2,

∂f

∂y
(x , y) = −2+ 6x2 + 30xy + 42y2.

Budeme tedy °e²it soustavu

−1+ 3x2 + 12xy + 15y2 = 0,

−2+ 6x2 + 30xy + 42y2 = 0.

Od druhé rovnice ode£teme dvojnásobek první

−1+ 3x2 + 12xy + 15y2 = 0,

6xy + 12y2 = 0.
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Po úprav¥
−1+ 3x2 + 12xy + 15y2 = 0→ A,

y(x + 2y) = 0→ B.

B → y = 0
A→ −1+ 3x2 = 0 → x = 1√

3

→ x = − 1√
3

→ x = −2y A→ −1+ 3y2 = 0 → y = 1√
3

→ x = − 2√
3

→ y = − 1√
3
→ x = 2√

3

Stacionární body jsou
(

1√
3
, 0
)
,
(
− 1√

3
, 0
)
,
(

2√
3
,− 1√

3

)
,
(
− 2√

3
, 1√

3

)
.
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P°íklady
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∂f

∂x
(x , y) = −1+ 3x2 + 12xy + 15y2,

∂f
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(x , y) = −2+ 6x2 + 30xy + 42y2.

Hf (x , y) =

(
6x + 12y 12x + 30y
12x + 30y 30x + 84y

)
.

Po dosazení stacionárních bod· dostáváme

Hf (
1√
3
, 0) =

(
2
√
3 4

√
3

4
√
3 10

√
3

)
, D1 = 2

√
3, D2 = 12→ PD

Hf (− 1√
3
, 0) =

(
−2
√
3 −4

√
3

−4
√
3 −10

√
3

)
, D1 = −2

√
3, D2 = 12→ ND

Hf (
2√
3
,− 1√

3
) =

(
0 −3

√
3

−3
√
3 −12

√
3

)
, D2 = −27→ IND

Hf (− 2√
3
, 1√

3
) =

(
0 3

√
3

3
√
3 12

√
3

)
, D2 = −27→ IND.
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P°íklady

Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce

f (x , y) = −x + x3 − 2y + 6x2y + 15xy2 + 14y3.

Funkce má jeden bod lokálního minima, ( 1√
3
, 0), a jeden bod lokálního

maxima, (− 1√
3
, 0).

Funk£ní hodnoty v t¥chto bodech jsou − 2

3
√
3
resp. 2

3
√
3
.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0) = −x + x3, lim
x→±∞

f (x , 0) = ±∞,

f tedy není zdola ani shora omezená (na R2) a tedy nenabývá ani
globálního minima, ani globálního maxima.

Podobn¥ bychom mohli pouºít i f (0, y) = 14y3 − 2y , nebo
f (x , x) = 36x3 − 3x .
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x→±∞

f (x , 0) = ±∞,

f tedy není zdola ani shora omezená (na R2) a tedy nenabývá ani
globálního minima, ani globálního maxima.

Podobn¥ bychom mohli pouºít i f (0, y) = 14y3 − 2y , nebo
f (x , x) = 36x3 − 3x .



P°íklady

Vy²et°íme lokákní extrémy funkce f : R3 → R dané p°edpisem

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Máme
∂f

∂x
(x , y) = 4x3 − 4y ,

∂f

∂y
(x , y) = 4y3 − 4x ,

∂f

∂z
(x , y) = 4z3 − 4z .

Nutná posdmínka dává soustavu

4x3 − 4y = 0,

4y3 − 4x = 0,

4z3 − 4z = 0.



P°íklady

Vy²et°íme lokákní extrémy funkce f : R3 → R dané p°edpisem

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Máme
∂f

∂x
(x , y) = 4x3 − 4y ,

∂f

∂y
(x , y) = 4y3 − 4x ,

∂f

∂z
(x , y) = 4z3 − 4z .

Nutná posdmínka dává soustavu

4x3 − 4y = 0,

4y3 − 4x = 0,

4z3 − 4z = 0.



P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Nutná posdmínka dává soustavu

4x3 − 4y = 0→ A

4y3 − 4x = 0→ B

4z3 − 4z = 0→ C .

A → y = x3
B→ x(x8 − 1) = 0 → x = 0 → y = 0

→ x = −1 → y = −1
→ x = 1 → y = 1

C → z(z2 − 1) = 0 → z = 0
→ z = −1
→ z = 1

Máme tedy stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 0), (−1,−1, 1),
(0, 0,−1), (0, 0, 0), (0, 0, 1),
(1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).



P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Nutná posdmínka dává soustavu

4x3 − 4y = 0→ A

4y3 − 4x = 0→ B

4z3 − 4z = 0→ C .

A → y = x3
B→ x(x8 − 1) = 0 → x = 0 → y = 0

→ x = −1 → y = −1
→ x = 1 → y = 1

C → z(z2 − 1) = 0 → z = 0
→ z = −1
→ z = 1

Máme tedy stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 0), (−1,−1, 1),
(0, 0,−1), (0, 0, 0), (0, 0, 1),
(1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).



P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Nutná posdmínka dává soustavu

4x3 − 4y = 0→ A

4y3 − 4x = 0→ B

4z3 − 4z = 0→ C .

A → y = x3
B→ x(x8 − 1) = 0 → x = 0 → y = 0

→ x = −1 → y = −1
→ x = 1 → y = 1

C → z(z2 − 1) = 0 → z = 0
→ z = −1
→ z = 1

Máme tedy stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 0), (−1,−1, 1),
(0, 0,−1), (0, 0, 0), (0, 0, 1),
(1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).



P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Máme stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 0), (−1,−1, 1),
(0, 0,−1), (0, 0, 0), (0, 0, 1),
(1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).

.

Parciální derivace jsou

∂f

∂x
(x , y) = 4x3 − 4y ,

∂f

∂y
(x , y) = 4y3 − 4x ,

∂f

∂z
(x , y) = 4z3 − 4z .

a tedy Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4





P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Máme stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 0), (−1,−1, 1),
(0, 0,−1), (0, 0, 0), (0, 0, 1),
(1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).

.

Parciální derivace jsou

∂f

∂x
(x , y) = 4x3 − 4y ,

∂f

∂y
(x , y) = 4y3 − 4x ,

∂f

∂z
(x , y) = 4z3 − 4z .

a tedy Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4





P°íklady
Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4


Pro stacionární body

(−1,−1,−1), (−1,−1, 1), (1, 1,−1), (1, 1, 1)

dostáváme matici  12 −4 0
−4 12 0
0 0 8

 .

Její charakteristický polynom je ((12− λ)2− 16)(8− λ) a tedy má vlastní
£ísla 8, 8, 16 a tedy je pozitivn¥ de�nitní a jde o body lokálního minima.



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4


Pro stacionární body

(0, 0,−1), (0, 0, 1)

dostáváme matici  0 −4 0
−4 0 0
0 0 8


Její charakteristický polynom je (λ2 − 16)(8− λ) a tedy má vlastní £ísla
8, 4,−4 a tedy je inde�nitní a jde o sedlové body.



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4


Pro stacionární body

(−1,−1, 0), (1, 1, 0)

dostáváme matici  12 −4 0
−4 12 0
0 0 −4


Její charakteristický polynom je ((12− λ)2 − 16)(−4− λ) a tedy má
vlastní £ísla −4, 8, 16 a tedy je inde�nitní a jde o sedlové body.



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Hessova matice je

Hf (x , y , z) =

 12x2 −4 0
−4 12y2 0
0 0 12z2 − 4


Pro stacionární bod

(0, 0, 0)

dostáváme matici  0 −4 0
−4 0 0
0 0 −4


Její charakteristický polynom je (λ2 − 16)(−4− λ) a tedy má vlastní
£ísla −4,−4, 4 a tedy je inde�nitní a jde o sedlový bod.



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Funkce má £ty°i body lokálního minima, (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1), ve v²ech má funk£ní hodnotu −3. Funkce nemá
ºádný bod lokálního maxima.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0, 0) = x4 a tedy f není shora omezená.
Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Funkce má £ty°i body lokálního minima, (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1), ve v²ech má funk£ní hodnotu −3. Funkce nemá
ºádný bod lokálního maxima.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0, 0) = x4 a tedy f není shora omezená.
Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Funkce má £ty°i body lokálního minima, (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1), ve v²ech má funk£ní hodnotu −3. Funkce nemá
ºádný bod lokálního maxima.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0, 0) = x4 a tedy f není shora omezená.

Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Funkce má £ty°i body lokálního minima, (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1), ve v²ech má funk£ní hodnotu −3. Funkce nemá
ºádný bod lokálního maxima.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0, 0) = x4 a tedy f není shora omezená.
Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)



P°íklady

Vy²et°ujeme lokákní extrémy funkce

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2.

Funkce má £ty°i body lokálního minima, (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1), ve v²ech má funk£ní hodnotu −3. Funkce nemá
ºádný bod lokálního maxima.

Má funkce globální extrémy?

f (x , 0, 0) = x4 a tedy f není shora omezená.
Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)



P°íklady

Má funkce f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 globální minimum?

Dokáºeme: f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Nejd°íve si v²imneme, ºe

f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2

Poloºme g(t) = t4 − 4t2 = (t2 − 2)2 − 4, potom
I g(t) ≥ −4,
I g(t) ≥ 45 pokud |t| ≥ 3 ((t2 − 2)2 − 4 ≥ (32 − 2)2 − 4 = 45)

Nech´ max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3, potom

f (x , y , z) ≥ x4 − 4x2 + y4 − 4y2 + z4 − 4z2 ≥ 45− 4− 4 = 37 > −3.



P°íklady
Má funkce f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 globální minimum?

(A) (−1,−1,−1), (−1,−1, 1), (1, 1,−1) a (1, 1, 1) jsou body lokálního
minima funkce f , ve v²ech má funk£ní hodnotu −3.

(B) f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Navíc platí:
(C) nech´ f je spojitá funkce na omezené a uzav°ené mnoºin¥ M ⊂ Rd ,

pak f nabývá globálního minima i globálního maxima vzhledem k M.
(D) Je-li x bodem globálního minima funkce f , potom f je bodem

lokálního minima f .
Tedy:

I f nabývá globálního minima vzhledem k [−3, 3]3 (podle C),
I toto minimum je men²í nebo rovno neº −3 (podle A) a tudíº to je

sou£asn¥ globální minimum f na R3 (podle B),
I bod(y), kde toto minimum f nabývá musí být zárove¬ bod(y)

lokálního minima (podle D), coº jsou (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1) (podle A),

I funk£ní hodnota ve v²ech t¥cho bodech je −3 (podle A) a tedy jsou
v²echny body globálního minima −3.



P°íklady
Má funkce f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 globální minimum?

(A) (−1,−1,−1), (−1,−1, 1), (1, 1,−1) a (1, 1, 1) jsou body lokálního
minima funkce f , ve v²ech má funk£ní hodnotu −3.

(B) f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Navíc platí:
(C) nech´ f je spojitá funkce na omezené a uzav°ené mnoºin¥ M ⊂ Rd ,

pak f nabývá globálního minima i globálního maxima vzhledem k M.
(D) Je-li x bodem globálního minima funkce f , potom f je bodem

lokálního minima f .

Tedy:
I f nabývá globálního minima vzhledem k [−3, 3]3 (podle C),
I toto minimum je men²í nebo rovno neº −3 (podle A) a tudíº to je

sou£asn¥ globální minimum f na R3 (podle B),
I bod(y), kde toto minimum f nabývá musí být zárove¬ bod(y)

lokálního minima (podle D), coº jsou (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1) (podle A),

I funk£ní hodnota ve v²ech t¥cho bodech je −3 (podle A) a tedy jsou
v²echny body globálního minima −3.



P°íklady
Má funkce f (x , y , z) = x4 − 4xy + y4 + z4 − 2z2 globální minimum?

(A) (−1,−1,−1), (−1,−1, 1), (1, 1,−1) a (1, 1, 1) jsou body lokálního
minima funkce f , ve v²ech má funk£ní hodnotu −3.

(B) f (x , y , z) > −3 pokud max(|x |, |y |, |z |) ≥ 3.

Navíc platí:
(C) nech´ f je spojitá funkce na omezené a uzav°ené mnoºin¥ M ⊂ Rd ,

pak f nabývá globálního minima i globálního maxima vzhledem k M.
(D) Je-li x bodem globálního minima funkce f , potom f je bodem

lokálního minima f .
Tedy:

I f nabývá globálního minima vzhledem k [−3, 3]3 (podle C),
I toto minimum je men²í nebo rovno neº −3 (podle A) a tudíº to je

sou£asn¥ globální minimum f na R3 (podle B),
I bod(y), kde toto minimum f nabývá musí být zárove¬ bod(y)

lokálního minima (podle D), coº jsou (−1,−1,−1), (−1,−1, 1),
(1, 1,−1) a (1, 1, 1) (podle A),

I funk£ní hodnota ve v²ech t¥cho bodech je −3 (podle A) a tedy jsou
v²echny body globálního minima −3.



Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°íme lokální extrémy C 2 funkce z prom¥nných x a y de�nované na
n¥jaké otev°ené mnozin¥ U ⊂ R2, spl¬ujcí rovnici
F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0. P°edpokládáme navíc, ºe
3z(x , y) 6= −x pro (x , y) ∈ U.

Nejprve spo£ítáme ∂F
∂z (x , y , z) = 3z2 + x a tedy ∂F

∂z (x , y , z) 6= 0 práv¥
kdyº −x 6= 3z2.
Na okolí bod· spl¬ující tuto podmínku (tedy na celé U) m·ºeme pro
vy²et°ování extrém· pouºít v¥tu o implicitní funkci.
Pro výpo£et parciálních derivací z derivujeme rovnici F (x , y , z(x , y)) = 0.

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x

∂z

∂x
(x , y) + y = 0

3z(x , y)2
∂z

∂y
(x , y) + x

∂z

∂y
(x , y) + 2y + x = 0

Hledáme body, kde ∂z
∂x (x , y) =

∂z
∂y (x , y) = 0, coº dává rovnice

z(x , y) + y = 0

2y + x = 0

z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0
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F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0. P°edpokládáme navíc, ºe
3z(x , y) 6= −x pro (x , y) ∈ U.

Nejprve spo£ítáme ∂F
∂z (x , y , z) = 3z2 + x a tedy ∂F

∂z (x , y , z) 6= 0 práv¥
kdyº −x 6= 3z2.
Na okolí bod· spl¬ující tuto podmínku (tedy na celé U) m·ºeme pro
vy²et°ování extrém· pouºít v¥tu o implicitní funkci.

Pro výpo£et parciálních derivací z derivujeme rovnici F (x , y , z(x , y)) = 0.

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x

∂z

∂x
(x , y) + y = 0

3z(x , y)2
∂z

∂y
(x , y) + x

∂z

∂y
(x , y) + 2y + x = 0

Hledáme body, kde ∂z
∂x (x , y) =

∂z
∂y (x , y) = 0, coº dává rovnice

z(x , y) + y = 0

2y + x = 0

z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0



Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°íme lokální extrémy C 2 funkce z prom¥nných x a y de�nované na
n¥jaké otev°ené mnozin¥ U ⊂ R2, spl¬ujcí rovnici
F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0. P°edpokládáme navíc, ºe
3z(x , y) 6= −x pro (x , y) ∈ U.

Nejprve spo£ítáme ∂F
∂z (x , y , z) = 3z2 + x a tedy ∂F

∂z (x , y , z) 6= 0 práv¥
kdyº −x 6= 3z2.
Na okolí bod· spl¬ující tuto podmínku (tedy na celé U) m·ºeme pro
vy²et°ování extrém· pouºít v¥tu o implicitní funkci.
Pro výpo£et parciálních derivací z derivujeme rovnici F (x , y , z(x , y)) = 0.

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x

∂z

∂x
(x , y) + y = 0

3z(x , y)2
∂z

∂y
(x , y) + x

∂z

∂y
(x , y) + 2y + x = 0

Hledáme body, kde ∂z
∂x (x , y) =

∂z
∂y (x , y) = 0, coº dává rovnice

z(x , y) + y = 0

2y + x = 0

z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0



Bonus - extrémy implicitních funkcí
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n¥jaké otev°ené mnozin¥ U ⊂ R2, spl¬ujcí rovnici
F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0. P°edpokládáme navíc, ºe
3z(x , y) 6= −x pro (x , y) ∈ U.

Nejprve spo£ítáme ∂F
∂z (x , y , z) = 3z2 + x a tedy ∂F

∂z (x , y , z) 6= 0 práv¥
kdyº −x 6= 3z2.
Na okolí bod· spl¬ující tuto podmínku (tedy na celé U) m·ºeme pro
vy²et°ování extrém· pouºít v¥tu o implicitní funkci.
Pro výpo£et parciálních derivací z derivujeme rovnici F (x , y , z(x , y)) = 0.

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x

∂z

∂x
(x , y) + y = 0

3z(x , y)2
∂z

∂y
(x , y) + x

∂z

∂y
(x , y) + 2y + x = 0

Hledáme body, kde ∂z
∂x (x , y) =

∂z
∂y (x , y) = 0, coº dává rovnice
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z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0



Bonus - extrémy implicitních funkcí

Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.

Máme rovnice
z(x , y) + y = 0

2y + x = 0

z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0

Dosadíme z první rovnice do posledni

2y + x = 0→ x = −2y
−y3 − xy + y2 + xy = 0→ y2(1− y) = 0

Dostaneme tedy dv¥ °e²ení (0, 0, 0) a (−2, 1,−1), to první ale nespl¬uje
podmínku −x 6= 3z2.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1) extrémem (za p°edpokladu, ºe
(−2, 1) ∈ U a z(−2, 1) = −1) spo£ítáme rovnice ur£ující parciální
derivace 2. °ádu funkce z .
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Bonus - extrémy implicitních funkcí
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implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.
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2y + x = 0

z(x , y)3 + xz(x , y) + y2 + xy = 0
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2y + x = 0→ x = −2y
−y3 − xy + y2 + xy = 0→ y2(1− y) = 0
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podmínku −x 6= 3z2.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1) extrémem (za p°edpokladu, ºe
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Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1,−1) extrémem spo£ítáme rovnice ur£ující
parciální derivace 2. °ádu funkce z . Na to pouºijeme rovnice

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x

∂z

∂x
(x , y) + y = 0

3z(x , y)2
∂z

∂y
(x , y) + x

∂z

∂y
(x , y) + 2y + x = 0

Ty dávají

6z
(
∂z

∂x

)2

+ 3z2
∂2z

∂x2
+
∂z

∂x
+
∂z

∂x
+ x

∂2z

∂x2
= 0

6z
∂z

∂x

∂z

∂y
+ 3z2

∂2z

∂y∂x
+
∂z

∂y
+ x

∂2z

∂y∂x
+ 1 = 0

6z
(
∂z

∂y

)2

+ 3z2
∂2z

∂y2
+ x

∂2z

∂y2
+ 2 = 0



Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1,−1) extrémem spo£ítáme rovnice ur£ující
parciální derivace 2. °ádu funkce z . Na to pouºijeme rovnice

3z(x , y)2
∂z

∂x
(x , y) + z(x , y) + x
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(x , y) + y = 0
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(x , y) + x

∂z

∂y
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(
∂z
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)2

+ 3z2
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∂x2
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∂x
+
∂z

∂x
+ x

∂2z

∂x2
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6z
∂z
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∂y
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Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1,−1) extrémem spo£ítáme rovnice ur£ující
parciální derivace 2. °ádu funkce z . Máme

6z
(
∂z

∂x

)2

+ 3z2
∂2z

∂x2
+
∂z

∂x
+
∂z

∂x
+ x

∂2z

∂x2
= 0

6z
∂z

∂x

∂z

∂y
+ 3z2

∂2z

∂y∂x
+
∂z

∂y
+ x

∂2z

∂y∂x
+ 1 = 0

6z
(
∂z

∂y

)2

+ 3z2
∂2z

∂y2
+ x

∂2z

∂y2
+ 2 = 0

Protoºe ∂z
∂x (−2, 1) =

∂z
∂y (−2, 1) = 0 a z(−2, 1) = −1, máme rovnice

3
∂2z

∂x2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂x2
(−2, 1) = 0

3
∂2z

∂y∂x
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y∂x
= −1

3
∂2z

∂y2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y2
= −2



Bonus - extrémy implicitních funkcí
Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.
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∂z
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∂x2
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∂x

∂z

∂y
+ 3z2

∂2z

∂y∂x
+
∂z

∂y
+ x

∂2z

∂y∂x
+ 1 = 0

6z
(
∂z

∂y

)2

+ 3z2
∂2z

∂y2
+ x

∂2z

∂y2
+ 2 = 0

Protoºe ∂z
∂x (−2, 1) =

∂z
∂y (−2, 1) = 0 a z(−2, 1) = −1, máme rovnice

3
∂2z

∂x2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂x2
(−2, 1) = 0

3
∂2z

∂y∂x
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y∂x
= −1

3
∂2z

∂y2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y2
= −2



Bonus - extrémy implicitních funkcí

Vy²et°ujeme lokální extrémy funkce z prom¥nných x a y zadané
implicitn¥ rovnicí F (x , y , z) = z3 + xz + y2 + xy = 0.

Pro zji²t¥ní, zda je bod (−2, 1,−1) extrémem spo£ítáme rovnice ur£ující
parciální derivace 2. °ádu funkce z . Máme

3
∂2z

∂x2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂x2
(−2, 1) = 0

3
∂2z

∂y∂x
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y∂x
= −1

3
∂2z

∂y2
(−2, 1)− 2

∂2z

∂y2
= −2

a tedy

Hz(−2, 1) =
(

0 −1
−1 −2

)
Coº je inde�nitní matice a (−2, 1) je sedlový bod.
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Bonus - extrémy implicitních funkcí


