Extrémy funkci vice proménnych

Necht f: G > R, G CRY, ac G. Rikime, ze f ma v bodé a
> lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro vsechna
x € U(a,r)N G,
> lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro vsechna
x € U(a,r)N G,
» ostré lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro
vsechna x € P(a,r) N G,

» ostré lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro
vsechna x € P(a,r) N G.



Extrémy funkci vice proménnych

Necht f: G > R, G CRY, ac G. Rikime, ze f ma v bodé a
» lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro vsechna
x € U(a,r)N G,
> lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro vsechna
x € U(a,r)N G,
» ostré lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro
vsechna x € P(a,r) N G,
» ostré lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro
vsechna x € P(a,r) N G.
Obdobné definujeme (pro M C G a a € M):
» lokalni extrémy vzhledem k M, pokud dana nerovnost plati pro
x e U(a,r)NM (x € P(a,r)Nn M),
> globalni extrémy, pokud dana nerovnost plati pro x € G
(xe G\ {a}),

> globalni extrémy vzhledem k mnoziné M, pokud dana nerovnost
plati pro x € M (x € M\ {a}).



Extrémy funkci vice proménnych

Necht f : G — R, G C R oteviena, a € G. Rikame, ze f ma v bodé a
> lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro vsechna
x € U(a,r),
» lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro vsechna
x e U(a,r),
» ostré lokalni minimum, pokud existuje r > 0, ze f(a) < f(x) pro
vsechna x € P(a, r),
» ostré lokalni maximum, pokud existuje r > 0, ze f(a) > f(x) pro
vsechna x € P(a, r).
Obdobné definujeme (pro M C G a a € M):
» lokalni extrémy vzhledem k M, pokud dana nerovnost plati pro
xe U(a,r)NM (x € P(a,r)Nn M),
> globalni extrémy, pokud dana nerovnost plati pro x € G
(xe G\ {a}),

> globalni extrémy vzhledem k mnoziné M, pokud dana nerovnost
plati pro x € M (x € M\ {a}).



Hessova matice

Necht f : G — R, G C RY oteviena, f € C?(G), a € G. Hessovu matici
funkce f v bodé a definujeme jako

o*f i
aixf(a) . 8Xd8X1 (a)
Hr(a) = :
’f o*f
Pavxg D g2

Poznamenejme, ze Hessova matice (tak jak ji definujeme) je vzdy
symetricka (protoze f € C?).



Nutné a postacujici podminka

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém)

Necht f : G — R, G C RY otevrend, ac G, i € {1,...,d}. Pokud ma f
v bodé a lokaini extrém a %(a) existuje, potom %(a) =0.



Nutné a postacujici podminka

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém)

Necht f : G — R, G C RY otevrend, ac G, i € {1,...,d}. Pokud ma f

v bodé a lokaini extrém a g—;(a) existuje, potom g—;(a) =0.

Véta (postacujici podminka pro lokalni extrém)
Necht f : G — R, G C RY oteviens, f € C%(G), a € G. Necht navic
Vif(a) =0, potom:
> je-li He(a) pozitivné definitni, potom ma f v a lokdlni minimum,
> je-li He(a) negativné definitni, potom ma f v a lokdlni maximum,

> je-li He(a) indefinitni, potom f v a nemé& lokalni extrém (sedlovy
bod).



Nutné a postacujici podminka

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém)

Necht f : G — R, G C RY otevrend, ac G, i € {1,...,d}. Pokud ma f

v bodé a lokaini extrém a g—;(a) existuje, potom g—;(a) =0.

Véta (postacujici podminka pro lokalni extrém)
Necht f : G — R, G C RY oteviens, f € C%(G), a € G. Necht navic
Vif(a) =0, potom:
> je-li He(a) pozitivné definitni, potom ma f v a lokdlni minimum,
> je-li He(a) negativné definitni, potom ma f v a lokdlni maximum,

> je-li He(a) indefinitni, potom f v a nemé& lokalni extrém (sedlovy
bod).

co ve skutecnosti plati

» f € C?a H¢(a) PD — Hf PD na okoli a — H; PSD na okoli a —
f konvexni na okoli a — kritické body jsou minima



Nutné a postacujici podminka

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém)

Necht f : G — R, G C RY otevrend, ac G, i € {1,...,d}. Pokud ma f

v bodé a lokaini extrém a g—;(a) existuje, potom g—;(a) =0.

Véta (postacujici podminka pro lokalni extrém)
Necht f : G — R, G C RY oteviens, f € C%(G), a € G. Necht navic
Vif(a) =0, potom:
> je-li He(a) pozitivné definitni, potom ma f v a lokdlni minimum,
> je-li He(a) negativné definitni, potom ma f v a lokdlni maximum,

> je-li He(a) indefinitni, potom f v a nemé& lokalni extrém (sedlovy
bod).

co ve skutecnosti plati

» f € C?a H¢(a) PD — Hf PD na okoli a — H; PSD na okoli a —
f konvexni na okoli a — kritické body jsou minima

» f € C?a Hf(a) ND — H; ND na okoli a — Hf NSD na okoli a —
f konkavni na okoli a — kritické body jsou maxima



Pripomenuti z linearni algebry

My - My
Necht M je symetrickd matice d x d, M = : - :
Mg -+ Maa
My - My
Oznacme D; =det | Sl i=1,...,d
Miy - M



Pripomenuti z linearni algebry

My - My
Necht M je symetrickd matice d x d, M = : . :
Mgr -+ Mag
My - My
Oznacme D; =det | |, i=1,...,d. Potom M je
Miy - M
> pozitivné definitni pravé, kdyz D; > 0, i = 1,...,d (alternativng,

pravé, kdyz jsou vsechna vlastni isla kladna)

> negativné definitni prave, kdyz (—-1)'D; >0,i=1,...,d
(alternativné, pravé, kdyz jsou vsechna vlastni Cisla zaporna)

» indefinitni, napf. pokud Dy # 0 a neplati ani jedna z podminek vyse
- neni ekvivalence (pravé, kdyz ma alespon jedno vlastni Cislo kladné
a alespon jedno zaporné)



Pripomenuti z linearni algebry

My - My
Necht M je symetrickd matice d x d, M = : . :
Mgr -+ Mag
My - My
Oznacme D; =det | |, i=1,...,d. Potom M je
Miy - M
> pozitivné definitni pravé, kdyz D; > 0, i = 1,...,d (alternativng,

pravé, kdyz jsou vsechna vlastni isla kladna)

> negativné definitni prave, kdyz (—-1)'D; >0,i=1,...,d
(alternativné, pravé, kdyz jsou vsechna vlastni Cisla zaporna)

» indefinitni, napf. pokud Dy # 0 a neplati ani jedna z podminek vyse
- neni ekvivalence (pravé, kdyz ma alespon jedno vlastni Cislo kladné
a alespon jedno zaporné)

Dy je soucin vlastnich Cisel, tedy pokud pro sudé d plati Dy < 0, pak je
matice indefinitni (specialné pro d = 2, pokud je matice nenulova na
vedlejsi diagonale a ma nulu na hlavni diagonéle, pak je indefinitni).



Sest priklada

f(x,y)

12x2
0

(

<—12x2

0

12x2
0

0
12y?

0
—12y

0
—12y?

)

)

typ matice

PD

ND

IND

PSD
na okoli

NSD
na okoli
f(x,0) = x*
f0,y) = —y*

typ bodu

minimum

maximum

sedlovy
bod

minimum

maximum

sedlovy
bod



Priklady

Vysetfime lokalni extrémy funkce f : R2 — R dané predpisem

f(x,y) = —x + x> = 2y + 6x%y + 15xy? + 14y°.



Priklady
Vysetfime lokalni extrémy funkce f : R2 — R dané predpisem
f(x,y) = —x + x> = 2y + 6x%y + 15xy? + 14y°.

Mame iy

a(x,y) = —1+43x% 4+ 12xy + 15y2,
of 5 )
afy(x,y) = —2+46x° + 30xy + 42y“.

Budeme tedy resit soustavu

—143x% + 12xy 4+ 15y> = 0,
—2 4 6x% + 30xy + 42y* = 0.



Priklady
Vysetfime lokalni extrémy funkce f : R2 — R dané predpisem

f(x,y) = —x + x> — 2y + 6x%y + 15xy° + 14y>.

Méame of
a(x,y) = —1+43x% 4+ 12xy + 15y2,
of ) )
6—y(x,y) = —2+46x" + 30xy + 42y°.

Budeme tedy resit soustavu

—143x% + 12xy 4+ 15y> = 0,
—2 4 6x% + 30xy + 42y* = 0.

Od druhé rovnice odecteme dvojnasobek prvni

—1+43x%+12xy + 15y2 =0,
6xy +12y2 = 0.



Priklady

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce
f(x,y) = —x 4+ x> — 2y + 6x%y + 15xy? + 14y>,

Mame
—1+43x% +12xy + 15y% = 0,

6xy + 12y% = 0.



Priklady
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce

f(x,y)= —x+x3 - 2y + 6x2y + 15xy2 + 14y3.

Mame
—1+43x% +12xy + 15y% = 0,
6xy + 12y% = 0.

Po Gpravé
1432 +12xy + 15y =0 — A,
y(x+2y)=0— B.

_ A 2 _ _ 1
B - y=0 — —-143x=0 x7731
X=-2

L4 1l



Priklady
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce
f(x,y) = —x 4+ x> — 2y + 6x%y + 15xy? + 14y>,

Mame
—1+43x% +12xy + 15y% = 0,
6xy + 12y% = 0.
Po Gpravé
1432 +12xy + 15y =0 — A,
y(x+2y)=0— B.

B = y=0 5 -1433=0 - x=2%
- _1
i - X = 73

- x=-2y 5 -1+3y2=0 — y:\%i — x:—%



Priklady
Stacionarni body jsou (%,O) , (—%,0) ) (%, —%) ) (—%7 %) .
of
8—(X,y) = —1+3x? 4+ 12xy + 15y2,
X
of 9 2
G—(X,y) = —2+ 6x" + 30xy + 42y°.
y
[ 6x+12y 12x+ 30y
Hr(x.y) = <l2x+30y 30x+84y) ‘



Priklady
Stacionarni body jsou (%,O) , (—%,0) , (%, —%) ; (_%7 %) .

of
Px (x,y) = =1+ 3x% + 12xy + 15y2,
X

of
8—(X,y) = 2+ 6x% + 30xy + 42y
Yy
[ 6x+12y 12x+ 30y
Hr(xy) = (12x+30y 30x+84y)

Po dosazeni stacionarnich bodt dostavame

f(2,0 D, =2V3, D, =12 — PD
\/ 4\[ 10[)» 1 \ﬁ, > —
—4/3
He (=50 ( —1of>’D1__2\/§’ D, =12 — ND
-3V3
2 1y_ _
Hi( %, - % _( 33 _12\f>,02_ 27 — IND
0

= —27 — IND.

&

(=50 75) = (3\/§ 12{)



Priklady

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce
f(x,y) = —x + x> = 2y + 6x%y + 15xy? + 14y°.

Funkce ma jeden bod lokalniho minima, (==,0), a jeden bod lokalniho

1

. 1 %’
maxima, (—%,0). . ) i
Funkéni hodnoty v téchto bodech jsou —373 'esp. 35



Priklady

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce
f(x,y) = —x + x> = 2y + 6x%y + 15xy? + 14y°.

Funkce ma jeden bod lokalniho minima, (==,0), a jeden bod lokalniho

1

. 1 %’
maxima, (—%,0). . ) i
Funkéni hodnoty v téchto bodech jsou —373 'esp. 35

Ma funkce globalni extrémy?

f(x,0) = —x + x3, (x,0) = to0,

lim f
x—Foo
f tedy neni zdola ani shora omezena (na R?) a tedy nenabyva ani
globélniho minima, ani globalniho maxima.

Podobné& bychom mohli pouzit i £(0,y) = 14y3 — 2y, nebo
f(x,x) = 36x3 — 3x.



Priklady

Vysettime lokakni extrémy funkce f : R3 — R dané predpisem

f(x,y,z) = x* —dxy + y* + z* — 222



Priklady

Vysettime lokakni extrémy funkce f : R3 — R dané predpisem

f(x,y,z) = x* —dxy + y* + z* — 222

Mame of
T y) =47 — 4y,
of
g, Y) = 4y® — 4x,
of
E(X,y) =4z% — 4z
Nutna posdminka dava soustavu
4x3 — 4y =0,
4y3 —4x =0,

47% — 47 = 0.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce
f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,
Nutnad posdminka dava soustavu
4 —4y=0— A
4y3 —4x=0—B
473 —4z=0— C.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce
f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,
Nutnad posdminka dava soustavu
4x3 —4y=0— A
4y3 —4x=0—B
47 —4z=0— C.
A — y =x3 5 x(x*-1)=0 — x=0
- x=-1
- x=1

m
l
N
N
N
I
Lo’
I
14
N
|
o

y=0
y=-1
y=1



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,

Nutnad posdminka dava soustavu
4 —4y=0— A
4y —4x=0— B

473 —4z=0— C.

A — y =x3 5 x(x®-1)=0
C - z(z2-1)=0 — z=0
— z=-1
— z=1
Mame tedy stacionarni body
(—1 -1), (-1,-1,0), (-
(0, )JQ&)JQQH
(1,1,—1)7 (1,1,0), (1,1,1).

— x=0
— x=-1
- x=1
1,-1,1),

y=0
y=-1
y=1



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,

Mame stacionéarni body

(_17_17_1)7 (_17_1a0)7 (_17_1a1)7
(0,0,-1), (0,0,0), (0,0,1),
(1,1,-1), (1,1,0), (1,1,1).



Priklady
Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,

Mame stacionéarni body

(_17_17_1)7 (_17_1a0)7 (_17_111)7
(0,0,-1), (0,0,0), (0,0,1),
(1,1,-1), (1,1,0), (1,1,1).

Parcialni derivace jsou

f f
%(X, y) =4x° — 4y, %(X, y) =4y® —4x, %(&y) =4z° —4z.

a tedy Hessova matice je

12x2  —4 0
Hf(X7y7Z): —4 12)/2 0
0 0 1222 — 4



Priklady
Vysetfujeme lokakni extrémy funkce
f(x,y,z) = x* —axy + y* + z* — 222,
Hessova matice je
12x>  —4 0
He(x,y,z)=| —4 12y 0
0 0 1222 -4
Pro stacionarni body

(*laflvil)a (7177171% (lalafl)v (17171)

dostavame matici

12 -4 0
-4 12 0
0 0 8

Jeji charakteristicky polynom je ((12 — \)? —16)(8 — \) a tedy ma vlastni
Cisla 8,8, 16 a tedy je pozitivné definitni a jde o body lokdlniho minima.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —dxy + y* + z* — 222,

Hessova matice je

12x>  —4 0
He(x,y,z) = —4  12y? 0
0 0 1222 — 4

Pro stacionarni body
(0,0,-1), (0,0,1)

dostavame matici

0 -4 0
-4 0 O
0 0 8

Jeji charakteristicky polynom je (A2 — 16)(8 — \) a tedy ma vlastni ¢isla
8,4, —4 a tedy je indefinitni a jde o sedlové body.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —dxy + y* + z* — 222,

Hessova matice je

12x>  —4 0
He(x,y,z) = —4  12y? 0
0 0 1222 — 4

Pro stacionarni body
(-1,-1,0), (1,1,0)

dostavame matici

12 -4 0
-4 12 0
0 0 -4

Jeji charakteristicky polynom je ((12 — A)? — 16)(—4 — \) a tedy ma
vlastni Cisla —4, 8,16 a tedy je indefinitni a jde o sedlové body.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —dxy + y* + z* — 222,

Hessova matice je
12x>  —4 0
He(x,y,z) = —4  12y? 0
0 0 1222 — 4

Pro stacionarni bod

(0,0,0)
dostavame matici
0 -4 0
—4 0 0
0 0 —4

Jeji charakteristicky polynom je (A2 — 16)(—4 — \) a tedy ma vlastni
Cisla —4, —4,4 a tedy je indefinitni a jde o sedlovy bod.



Priklady
Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —4xy + y* + z* — 222,
Funkce ma ctyfi body lokalniho minima, (-1, —-1,-1), (—1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1), ve véech ma funkZni hodnotu —3. Funkce nema
zadny bod lokalniho maxima.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —4xy + y* + z* — 222,

Funkce ma ctyfi body lokalniho minima, (-1, —-1,-1), (—1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1), ve véech ma funkZni hodnotu —3. Funkce nema

zadny bod lokalniho maxima.

Ma funkce globalni extrémy?



Priklady
Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —4xy + y* + z* — 222,

Funkce ma ctyfi body lokalniho minima, (-1, —-1,-1), (—1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1), ve véech ma funkZni hodnotu —3. Funkce nema
zadny bod lokalniho maxima.

Ma funkce globalni extrémy?

f(x,0,0) = x* a tedy f neni shora omezena.



Priklady
Vysetfujeme lokakni extrémy funkce

f(x,y,z) = x* —4xy + y* + z* — 222,
Funkce ma ctyfi body lokalniho minima, (-1, —-1,-1), (—1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1), ve véech ma funkZni hodnotu —3. Funkce nema
zadny bod lokalniho maxima.

Ma funkce globalni extrémy?

f(x,0,0) = x* a tedy f neni shora omezena.
Dokazeme: f(x,y,z) > —3 pokud max(|x|,|y|,|z|) > 3.



Priklady

Vysetfujeme lokakni extrémy funkce
f(x,y,z) = x* —4xy + y* + z* — 222,

Funkce ma ctyfi body lokalniho minima, (-1, —-1,-1), (—1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1), ve véech ma funkZni hodnotu —3. Funkce nema
zadny bod lokalniho maxima.

Ma funkce globalni extrémy?

f(x,0,0) = x* a tedy f neni shora omezena.
Dokazeme: f(x,y,z) > —3 pokud max(|x|,|y]|,|z]) > 3

Nejdfive si vSimneme, ze

fx,y,z) =x* —axy +y* + 2" =222 > x* — 4P + y* —4y? + 24 — 4z

Polozme g(t) = t* — 4t?> = (t*> — 2)? — 4, potom
> g(t) = —4,
> g(t) > 45 pokud [t| >3 ((t? —2)? —4 > (32 — 2)? — 4 = 45)

2



Priklady

M3 funkce f(x,y,z) = x* — 4xy + y* + z* — 222 globélni minimum?
Dokazeme: f(x,y,z) > —3 pokud max(|x/|, |y|,|z]) > 3.

Nejdrive si vSimneme, ze

f(x,y,2) =x* —dxy +y* +2* =222 > x* — 4P 4 y* —4y? + 2 — 4z

Polozme g(t) = t* — 4t2 = (t2 — 2)? — 4, potom

> g(t) = -4,

> g(t) > 45 pokud |t] >3 ((t? —2)% —4 > (32 — 2)? — 4 = 45)
Necht max(|x|,|y/, |z]) > 3, potom

F(x,y,2) > x* —4x® +y* —4y? 4 7* — 472 > 45 -4 -4 =37 > 3.

2



Priklady
M3 funkce f(x,y,z) = x* — 4xy + y* + z* — 222 globélni minimum?
(A) (=1,-1,-1), (~1,—1,1), (1,1, ~1) a (1,1,1) jsou body lokalniho
minima funkce f, ve vdech ma funkéni hodnotu —3.
(B) f(x,y,z) > —3 pokud max(|x|, |y, |z]) > 3.



Priklady

M3 funkce f(x,y,z) = x* — 4xy + y* + z* — 222 globélni minimum?

(A) (~1,-1,-1), (~1,-1,1), (1,1,—1) a (1,1,1) jsou body lokalniho
minima funkce f, ve vSech ma funkéni hodnotu —3.

(B) f(x,y,z) > —3 pokud max(|x|, |y, |z]) > 3.

Navic plati:

(C) necht f je spojita funkce na omezené a uzaviené mnoziné M C RY,
pak f nabyva globalniho minima i globalniho maxima vzhledem k M.

(D) Je-li x bodem globalniho minima funkce f, potom f je bodem
lokalniho minima f.



Priklady
M3 funkce f(x,y,z) = x* — 4xy + y* + z* — 222 globélni minimum?
(A) (~=1,-1,-1), (=1,-1,1), (1,1,—1) a (1,1,1) jsou body lokélniho
minima funkce f, ve vSech ma funkéni hodnotu —3.
(B) f(x,y,z) > —3 pokud max(|x|, |y, |z]) > 3.
Navic plati:
(C) necht f je spojita funkce na omezené a uzaviené mnoziné M C RY,
pak f nabyva globalniho minima i globalniho maxima vzhledem k M.
(D) Je-li x bodem globalniho minima funkce f, potom f je bodem
lokalniho minima f.
Tedy:
> f nabyvé globalniho minima vzhledem k [-3, 3]® (podle C),
> toto minimum je mensi nebo rovno nez —3 (podle A) a tudiz to je
soucasné globalni minimum f na R3 (podle B),
> bod(y), kde toto minimum f nabyva musi byt zaroven bod(y)
lokalniho minima (podle D), coz jsou (—1,—1,-1), (-1,-1,1),
(1,1,-1) a (1,1,1) (podle A),
» funkéni hodnota ve vsech técho bodech je —3 (podle A) a tedy jsou
vsechny body globalniho minima —3.



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysettime lokalni extrémy C? funkce z proménnych x a y definované na
né&jaké oteviené mnoziné U C IR?, spliujci rovnici
F(x,y,z) = 23 + xz + y? + xy = 0. Predpokladame navic, ze
3z(x,y) # —x pro (x,y) € U.



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysettime lokalni extrémy C? funkce z proménnych x a y definované na
né&jaké oteviené mnoziné U C IR?, spliujci rovnici
F(x,y,z) = 23 + xz + y? + xy = 0. Predpokladame navic, ze
3z(x,y) # —x pro (X y) e U.
Nejprve spoatame (x y,z) =3z +x a tedy (x y,z) # 0 pravé
kdyz —x # 32°.
Na okoli bodii splaujici tuto podminku (tedy na celé U) mizeme pro
vySetfovani extrémii pouzit vétu o implicitni funkci.



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysettime lokalni extrémy C? funkce z proménnych x a y definované na
né&jaké oteviené mnoziné U C IR?, spliujci rovnici
F(x,y,z) = 23 + xz + y? + xy = 0. Predpokladame navic, ze
3z(x,y) # —x pro (X y) e U.
Nejprve spoatame (x y,z) =3z +x a tedy (x y,z) # 0 pravé
kdyz —x # 32°.
Na okoli bodii splaujici tuto podminku (tedy na celé U) mizeme pro
vySetfovani extrémii pouzit vétu o implicitni funkci.
Pro vypocet parcialnich derivaci z derivujeme rovnici F(x,y,z(x,y)) = 0.

0z 0z
3z(x, y)za(x, y) +2(xy) +x5-(xy) +y =0

0 0
3z(x7y)2a§(x,y) + x;j(x,y) +2y+x=0



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysettime lokalni extrémy C? funkce z proménnych x a y definované na
né&jaké oteviené mnoziné U C IR?, spliujci rovnici
F(x,y,z) = 23 + xz + y? + xy = 0. Predpokladame navic, ze
3z(x,y) # —x pro (X y) e U.
Nejprve spoatame (x y,z) =3z +x a tedy (x y,z) # 0 pravé
kdyz —x # 32°.
Na okoli bodii splaujici tuto podminku (tedy na celé U) mizeme pro
vySetfovani extrémii pouzit vétu o implicitni funkci.
Pro vypocet parcialnich derivaci z derivujeme rovnici F(x,y,z(x,y)) = 0.

0z
Xa(x,y) +y=0

0 0
3z(x7y)2a§(x,y) + x;j(x,y) +2y+x=0

0z
3Z(X7y)2a(x,y) +Z(X7.y) +

Hledame body, kde %2(x,y) = g; (x,y) =0, coz dava rovnice

z(x,y)+y=0
2y +x=0
2(x,y)* + xz(x,y) + y* +xy =0



Bonus - extrémy implicitnich funkci

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =z + xz+ y?> + xy = 0.

Mame rovnice
z(x,y)+y =0
2y +x=0

z(x,y)* + xz(x,y) + ¥y’ +xy =0



Bonus - extrémy implicitnich funkci

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =z + xz+ y?> + xy = 0.

Mame rovnice
z(x,y)+y =0

2y +x=0
z(x,y)* + xz(x,y) + ¥y’ +xy =0

Dosadime z prvni rovnice do posledni

2y +x=0—x= -2y
= xy+ Y’ +xy=0-y*(1-y)=0

Dostaneme tedy dvé feseni (0,0,0) a (—2,1, —1), to prvni ale nespliuje
podminku —x # 322.



Bonus - extrémy implicitnich funkci

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =z + xz+ y?> + xy = 0.

Mame rovnice
z(x,y)+y =0

2y +x=0
z(x,y)* + xz(x,y) + ¥y’ +xy =0

Dosadime z prvni rovnice do posledni

2y +x=0—x= -2y
P —x P Hxy =0y (1-y)=0
Dostaneme tedy dvé feseni (0,0,0) a (—2,1, —1), to prvni ale nespliuje
podminku —x # 322.

Pro zjisténi, zda je bod (—2,1) extrémem (za pfedpokladu, ze
(=2,1) € U a z(—2,1) = —1) spocitame rovnice urcujici parcialni
derivace 2. fadu funkce z.



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =23+ xz+ y?> + xy = 0.
Pro zjisténi, zda je bod (—2,1, —1) extrémem spocCitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. radu funkce z. Na to pouZijeme rovnice

50z 0z
3z(x,y)? o = y) +z(x,y) +x X o —(x,y)+y=0
0 0
32(x, y)> o= (X, y) + Xoe (X, y) + 2y +x =0

dy dy



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané

implicitné rovnici F(x,y,z) =23+ xz+ y?> + xy = 0.

Pro zjisténi, zda je bod (—2,1, —1) extrémem spocCitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. radu funkce z. Na to pouZijeme rovnice

0z 0z
27 R =
3z(x,y) 8X(X,y)+Z(><,y)+><8X(><,y)+y 0
0z 0z
27 R =
3z(x,y) 6y(x,y)+xay(xyy)+2y+x 0

Ty davaji

9z\? 0%z 02z
6z [ — 3222 4 x=—=+42=0
‘ <5y 9z dy? +X8y2 *



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) = 2> + xz+ y?> + xy = 0.
Pro zjisténi, zda je bod (—2,1, —1) extrémem spocCitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. fadu funkce z. Mame

0z\* ,0°z 0z 0z 0’z
GZ(aX) + 3z ﬁ-‘ra*“ra X2 0
0z 0z , 0z 0z 0?z B
6 D +3 Byd + By + V) +1=0



Bonus - extrémy implicitnich funkci
Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) = 2> + xz+ y?> + xy = 0.
Pro zjisténi, zda je bod (—2,1, —1) extrémem spocCitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. fadu funkce z. Mame

0z ,0%z 0z 0z  0°z
62(8)() +3Zﬁ+87+$ X2 0
0z 0z , 0z 0z 0?z
1 —
0z ay "3 ayax Tay T ayax 170
0z\> | ,8? Pz
Protoze %(—2, 1)= %;(—2, 1) =0a z(—2,1) = —1, mame rovnice
0%z 0%z
355(-21) ~255(-2,1) =0
0%z 0%z
2,1)-2 -
38y8x( 1) dydx
2 2
3&(,2, 1) — 22 -2

Oy? Oy?



Bonus - extrémy implicitnich funkci

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =23+ xz+ y?> + xy = 0.

Pro zjisténi, zda je bod (—2, 1, —1) extrémem spocitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. fadu funkce z. Mame

0%z 0%z
3@(—27 1) — 2ﬁ(_2’ 1)=0
0?z 02z
38y8x(_ 1) - 28y8x =1
2 2
322 o1y 222,

Oy? Oy?



Bonus - extrémy implicitnich funkci

Vysetfujeme lokalni extrémy funkce z proménnych x a y zadané
implicitné rovnici F(x,y,z) =23+ xz+ y?> + xy = 0.

Pro zjisténi, zda je bod (—2, 1, —1) extrémem spocitame rovnice urcujici
parcialni derivace 2. fadu funkce z. Mame

0%z 0z
355(-21) ~255(-2.1) =0
2 2
382(_7)_282:_

Oy dx dydx

0%z 02z
G221y 222 - >

38_)/2( ’ ) ay2

a tedy
0 -1
Hz(_zv 1) = (_1 _2)

Coz je indefinitni matice a (—2, 1) je sedlovy bod.



Bonus - extrémy implicitnich funkci




